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На основі процедури імерсування «мірних» об’єктів у вихідний об’єкт розроблено метод 
гарантованого оцінювання області повністю керованого стану. 
On the basis of procedure of immersion of the «measuring» objects in an initial object the secure 
estimation method of the fully controlled state area has been developed. 
На основе процедуры иммерсирования «мерных» объектов в исходный объект разработан 
метод гарантированного оценивания области полностью управляемого состояния. 
 
Постановка проблеми 
У роботі [1] розглянуто клас істотно нелі-
нійних динамічних систем, описаних дифе-

























де f  – n-вимірна нелінійна кусково-безперервна 
вектор-функція: 
s
n Cffvuxtf ∈⋅⋅= ))(,),((),,,( 1 … ,  ;0≥s  
t  – час;  
x  – n-вимірний вектор стану процесу 3≥n ;  
u  – m-вимірний вектор стану керуючих чин-
ників процесу;  
v  – l-вимірний вектор стану збурюючих чин-
ників процесу;  
xQ  – n-вимірна багатозв’язна неопукла об-






vR  – евклидові n-, m-, l-вимірні 
простори визначення функції ),,,( vuxtf  
за x , за u  і за v .  
n, m, l – довільні, натуральні, позитивні числа; 
U – m-вимірна багатозв’язна неопукла мно-
жина станів керуючих чинників процесу;  
V  – l- вимірна багатозв’язкова неопукла мно-
жина станів збурюючих чинників процесу;  
T  – інтервал визначення системи;  
0t  – початковий момент часу. 
Як було показано в роботі [1], у ході дос-
лідження класу завдань синтезу керувань в 
умовах невизначеності для істотно неліній-
них систем, для яких характерними власти-
востями є неопуклість і незв’язність, особли-
во гостро постає проблема створення методів 
й алгоритмів високоякісного керування. 
Для цього класу систем в роботі [1] за-
пропоновано метод розв’язання задачі «якості», 
необхідної для синтезу керування нелінійними 
динамічними системами у «великому».  
У процесі розв’язання задачі керування 
складною нелінійною динамічною системою 
(1) потрібно синтезувати алгоритм зміни ке-
руючої дії, як функції стану об’єкта і середо-
вища 
0
0( , , , )u u t x x v U= ∈ ,     (2) 
так, щоб траєкторія  
xQxxxX ∈),,(* 0 к ,  
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поведінки системи (1), (2) в nxR  не виходила з 
області обмежень ),( xtL  на стани системи (1) 
у ході керованого руху системи з початково-
го стану системи 0x  в кінцевий стан системи 
кx : 
),(),(* 0 xtLttX ∈ ,    (3) 
де ( , ) nxL t x R⊆  – обмежена багатозв’язкова 
область допустимих станів об’єкта. 
Мета роботи – розроблення методу гаран-
тованого оцінювання області повністю керо-
ваного стану складної нелінійної динамічної 
системи у «великому». 
Системні властивості області  
повністю керованого стану  
У роботі [1] при формулюванні умови  
функціональної коректності завдання керу-
вання складними динамічними системами 
використано поняття області повністю керо-
ваного стану. Розглянемо загальні системні 
властивості області повністю керованого стану 
складної нелінійної динамічної системи. 
Визначення 1 у термінах завдання (1), (3). 
Областю повністю керованого стану системи 
(1), (3) за вектором kx , nk ≤ , де k  – розмір-
ність вектора, називають в теорії ергатичних 




x x xQ Q L R⊆ ⊂∩ ,  
будь-які дві точки 1kx  і 
2
kx  якої можуть бути 
взаємно з’єднані при відповідному виборі 
обмеженого керування (2). 
Надалі нижній індекс « k » опускається. 
Зауваження. У визначенні 1:  
– термін «керований стан» системи за се-
нсом ототожнюється з терміном «досяжний 
стан» [2]; 
– «досяжність» розглядається як вид «ке-
рованості» [3]; 
– відповідно поняття «досяжність» харак-
теризується областю простору станів, кожна 
точка якого може бути досягнута  
під час керування, обмеженого заданою об-
ластю [3]; 
– область ксxQ  у визначенні 1 розуміється в 
розширеному сенсі «взаємної досяжності» 
всіх точок, що створюють область, тобто до-
сяжність 2x  із 1x  і обернено, досяжність 1x  
із 2x для всіх 1x , 2x ∈ ксxQ . 
Висновок 1. У роботі [1] дано визначення 
керування «у великому»/«у цілому», з якого 
випливає важливий системний факт. Якщо 
система (1), (3) повністю керована, то існу-
ють такі функції керування (2), що в пове-
дінці замкненої системи (1), (2), (3) утворю-
ються у фазовому просторі орбіти (цикли) 
)(xO , що містять в собі позиції 1x  і 2x . 
Виявляється, що кожні дві позиції 1x  і 2x  
із ксxQ  можуть належати одночасно деякій 
підмножині 1 2( , )x xM M⊆  орбіт ),,(
21 xxxOi : 
1 2 1 2
1 2
( , ) ( , ){ ( , , ) }ix x x xM O x x x i I∈ , 
де 1 2( , )x xI  – множина індексів орбіт, що міс-
тять в собі позиції 1x  і 2x . 
Висновок 2. Область ксxQ  повністю керо-
ваного стану системи (1), (3) за визначенням 
утворюється контактною множиною всіх ор-
біт )(xOi  системи (1), (2), (3): 
кс { ( ) , }x i xQ M O x Q L i I= ⊆ ∈∩ , 
де I  – множина індексів орбіт. 
Визначення 2. Контактною множиною M  
орбіт iO  Ii ∈  називається така множина ор-
біт iO , що будь-які два цикли lO  і kO  з його 
числа володіють прямим або непрямим (опо-
середкованим іншими контактними орбіта-
ми) контактом. 
Постановка завдання вимірювання  
області повністю керованого стану ксxQ  
Для істотно нелінійних об’єктів (1), (3) що 
функціонують в умовах наявності обмежень 
),,,( LVUQx  довільного вигляду, які є не 
обов’язково опуклими областями, побудова 
області ксxQ  є серйозною проблемою. 
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Проте проблемність завдання побудови 
області ксxQ  може бути певною мірою подо-
лана, якщо замінити її іншим завданням –  
завданням оцінювання її знизу, а точніше – 
оцінювання області зсередини. 
Для оцінювання області ксxQ  зсередини 
для об’єкта (1), (3) пропонується застосувати 
як вимірник (міру) області ксxQ  деяку іншу 
динамічну систему, побудову і оцінку облас-
ті керованості та досяжності ксxQ  якої добре 
методично обґрунтовану [4]. 
При виконанні вимог узгодження харак-
теристик цього нового об’єкта з властивос-
тями вихідного об’єкта (1), (3), що забезпе-
чують так звану властивість імерсування 
(вкладеності) нового об’єкта у вихідний 
об’єкт, надається можливість по області 
кс ( )xQ σ  судити про область ксxQ  вихідної сис-
теми:  
кс ( )xQ σ ⊆ ксxQ . 
Параметр σ  характеризує клас об’єктів, 
що «вкладаються» 
Міра (одиниця) вимірювання області ксxQ   
повної керованості об’єкта 
Як міру (одиницю) вимірювання області 
кс
xQ  пропонується використовувати два типи 
мір: безінерційну, інерційну. 
Визначення 3. Безінерційною мірою для 
вимірювання області ксxQ  об’єкта (1) назвемо 
модель руху точки x  в n -вимірному просто-
рі під дією одиничної сили, яка може надава-
ти цій точці швидкість, що не перевершує за 






= ,  
)1,1( +−=∈ ii Pp , ni ,,1…= .   (4) 
Визначення 4. Інерційною мірою для вимі-
ру області ксxQ  об’єкта (1) назвемо модель ру-
ху в n -вимірному просторі точки x , що воло-
діє одиничною масою під дією одиничної ке-
руючої сили, яка може надавати цій точці при-
скорення, що не перевершує за модулем оди-







= , )1,1( +−=∈ ii Pp , ni ,,1…= ,   (5) 











= , )1,1( +−=∈ ii Pp , nynxii RRyx ×∈),( . (6) 
Вибір моделей (4), (5) і (6) як вимірюючих 
систем обґрунтований існуючим детальним 
аналізом і синтезом їх певних оптимальних 
рухів, що повністю використовують прита-
манний ним ресурс керування 1±=p  для до-
сягнення цілей керування [4]. 
Запропоновано безінерційну мірну систему 
(4) використовувати для оцінювання області 
кс
xQ  стосовно динамічних нелінійних об’єктів 
загального вигляду (1), що задаються у формі: 
( , , , )i i i i i
dx F t x u v
dt
= ,  ni ,,1…= ,    (7) 
а інерційну систему (6) – для динамічних 
об’єктів (1), що мають форму 
2
2 ( , , , , )i ii i i i
d x dxF t x u v
dtdt
= ,  ni ,,1…= .     (8) 
Природним є і те, що для комбінованого 
випадку моделі (1) у вигляді 
( ,  , , , )ji i i i i
dxdx F t x u v
dt dt
= ,  1,,1 ni …= ; 
2
2 ( , , , , , )
j j
j j i j j
d x dx
F t x x u v
dtdt
= , nnj ,,11 …+=   (9) 













, )1,1( +−=∈ jj Pp , nnj ,,11 …+= .  (10) 
Властивість області керованого стану  
мірних систем у відкритих просторах 
Мірні системи (4), (5), (10) мають області 
кс
xQ  повністю керованого стану, що утворю-
ються добутком ортогональних кс
ix
Q  областей 
керованого за ix , Ni ∈  станів. 





Q , Ni ∈  збігається з 
усім підпростором nxR  при 1=n  в безінер-
ційному випадку, 2=n  в інерційному випа-






∏ = nxR . 
Відповідно до основного положення ма-
тематичної теорії оптимальних процесів [4]: 
1) будь-які дві точки 1x  і 2x , відповідні 
системам (4), (5) або (10), що з’єднуються 
оптимальними за швидкодією траєкторіями, 
кожна з яких утворюється однією граничною 
фазовою траєкторією в разі системи (4) і 
двома граничними фазовими напівтраєкторі-
ями у випадку (6), кожна з яких відповідає 
керуванню з модулем 1; 
2) а у випадку 21 xx → , 21 xx =  такі опти-
мальні траєкторії утворюють оптимальні  
цикли ),,( 2121 xxxxOi = , що заповнюють для 
всіх 1x , 
2x
ix
R∈  весь простір 
ix




























Рис. 1. Структурна організація простору 
ix
R   
за властивістю керованості мірних систем:  
а – система (4);  
б – система (6) 
У цьому випадку вся сукупність циклів 
(рис. 2) 
1 2 1 2{ ( , , ) , , для cистеми (4),
i
n
i i i i i i xM O x x x x x R∀ ∈
1 1 2 2 1 2{ (( , ),( , ),( , ) , ( , )i i i i i i i i iM O x y x y x y x x∀ ∈   (11) 
1 2
, ( , ) для системи (6),
i i
n n
x i i yR y y R∈ ∈  
системно опосередкована мірами (4), (5), 
(10), утворює в nxR  структуру станів систем, 
впорядкованих траєкторіями оптимально ке-
рованих «мірних» систем (рис. 1). 
Мірні системи (4), (6) породжують у xR  
симетричну систему криволінійних (гауссі-
вих) координатних ліній розфарбованих зна-
ком керуючої функції sign 1p = +  чи 
sign 1p = − . Кожна з криволінійних ліній у 
них є інтегральною кривою руху системи (4), 
(6) у фазовому просторі xR  під дією постій-
ного за величиною p  керуючого впливу з 
позитивним і негативним знаком. У разі ви-
користання як мірної системи моделі (4) фа-
зовими траєкторіями є сім’я прямих ліній 
consti ix c= = ,   (12) 
а у випадку (6) це сім’я парабол 
2
1
1 ( ) ; 0,
2i i i ii
x y c c
p +
− = =  якщо sign 1ip = + ; 
2
1
1 ( ) ; 0,
2i i i ii
x y c c
p +
+ = = якщоsign 1ip = − ,  (13) 
де ic  – постійні інтегрування для ix  неви-
значених фіксацій. 
У разі побудови системи гауссівих коор-
динатних ліній постійні ic  утворюють нату-
ральну низку чисел: 
∞− , ., -2, -1, 0, 1, 2 ., ∞+ .  
Більш того, кожна вибрана пара 
Ppp ii ∈−+ ),(  
задає на евклідовому просторі свою систему 
гауссівих координат ):;,( cR MMppS +−  для 
вимірювання повної керованості систем (7), 
(8), (9) (рис. 3), де ):( cR MM  – співвідно-
шення масштабів евклідових просторів RM  і 
масштабу чисел ic  (12), (13). 
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Рис. 3. Мірні сітки гауссівих координат: 
а, в, г, д – гомогенна система координатних ліній ' ''
i i
p p= ; 
б – гетерогенна система координатних ліній 1 2c c∆ ≠ ∆ ; 
е – гетерогенна система координатних ліній 1 2c c∆ ≠ ∆ , 
' ''
i i
p p≠  
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Мірні цикли iO  (11) наносяться на сітки 
):;,( cR MMppS +−  і заповнюють простір nxR . 
Кожний цикл iO  у цій структурі утворю-
ється як мінімум двома напівтраєкторіями, 
що належать по-різному пофарбованим ко-
ординатним )0( >p  чи )0( <p  лініям. 
Висновки 
Розроблений метод гарантованого оціню-
вання області повністю керованого стану ксxQ  
заснований на процедурі вкладення в область 
стану xQ  множини мірних циклів iO  з контак-
том і використання симетричних систем гауссі-
вих (нелінійних) координат, породжуваних су-
купністю мірних оптимальних траєкторій оди-
ничних об’єктів (званих мірними системами), 
що спеціально вводяться. 
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